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FONDAMENTI DEL CALCOLO LOGICO 


RA^Oò 


Pubblico sotto questo titolo i risultati di alcune mie ricerche risguardanti 
l’ applicazione de lla_jnate inatica alla logic a, ora specialmente clic il cibar, profes¬ 
sore Peano ha iniziati tali studii in Italia ('); osservando che alcuni dei risultati 
ottenuti li aveva svolti affatto da solo, dilettandomi di questi studii ancor nel mio 
T1I anno di ginnasio, a Zara (*). Venuto poscia a conoscenza della letteratura su 
questo argomento all’Università di Yienna, mi servii degli stessi per la mia dis¬ 
sertazione a Ueber Anwendungen der Malliemalik auf die Logili », che presentai 
all'Università, quale tesi laureale, e dalla quale ricavo in gran parte il presente 
saggio. 


I. 

Sviluppo storico e stato presente del calcolo logico. 

Fu notata da lungo tempo una certa connessione fra la logica e la matema¬ 
tica c, benché i tentativi di un’applicazione scientifica della matematica alle scienze 
filosofiche ( 3 ) sieno di data relativamente recente , pure troviamo i germi di una 
pcrtrattazione matematica della logica di già nella quistione di una lingua univer¬ 
sale, che fu per molto tempo agitata dai filosofi (*). Su di ciò vedi: Adolf 
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Trcndelenburg, Hislorische Beilràge zvr Pini 

v. Ili, p. i_63. 'o sop/ne. Berlin, Betlige, 1867 

L'idea di un calcolo logico, « calculus ralioo ■ , 

pendente della scienza fu però data da Leibniz ° r 9 ’ como un ramo in(J ‘- 
lismo fra oggetto, idea e segno, clic figura .li mP ’ ChC basandosi sul P aralIe ' 
(Confucio) («), voleva istituire un tal simbolisin noll antlea fllosofia dei Cinesi 
adàquate und daher allgemeine Bezcichnung des dei ^conceUi, che fosse « cine 
solchc Zergliedcrung in die Elemente der Be^riiTe VeSGnS ’ und zw;ir dui ' cb einc 
dersclben durch Rechnung moglich wer.len solito ’ daSS dadurch eine Behandlung 
idea fa realista, verso la m “t* d"ÌY »P- "K- P- 0). 

glese George Bo olle (’), le cui dottrine furono fi 0stro secol °' dal matematico in- 
Peirce, Mac Coll, Mac Parlane Hai sto, l 0I,tll,uate da Jevons » Ellis » 
Indipendentemente da questo movimento clm-^! ^ 

Inghilterra, Robert Grassmann s’occupò del 8 ‘ 8V ‘ UppÒ ln America ed in 
cune proporzioni interessanti, parte nuove parte mi ' nedcsimo s °g8' e ‘to e trovò al- 
Ernst Schroder (») - col suo opuscolo ° “cideiiti con quelle di Boole (»). 
calcuis». Leipzig, Teubner. Y+37 p _ nel l87 , Der Operulionskreis des Logik- 
resero note in Germania ed in Italia le teorie di B° Giuseppc Peano ncl 1888 


ool e , esposte in forma adatte 


elementare e chiara (“) 

Oggetto della logica deduttiva sono le forme ni. 
i gmdizii ed i raziocina ; e, precisamente, mnsidei. 3 dcl pensare - 0100 1 concett 
cioè dei concetti nei giudizi!, e dei giudizi! nei razi — 6 nelle ^ relazion 
denotare con lettere i concetti considerati estensivi 01 " 11 ’ Sl C0,lvenne pertanto 1 
sfera. P. e. se con a simbolizziamo il concetto « ’ C ‘° Ò SCC ° nd ° la lo ’' 

lettera quel campo del pensabile, nel quale sono c ^ * ’ S ‘ ,ntende COn questi 
verdi, a si può chiamare un pezzo della varietà lo „° nte - nutc tutte lc cosc che son ' 
formata da tutto il pensabile) oppure una somm i .° ( Locjlscllc Man mfallvjkeil 
clic, nel nostro caso, sono verdi). Si chiama anche Ì demCnU {cnli ’ individui 
viene pensata con essa una classe o specie di ^ generico), perda 

Talmente, in certi casi restringersi' ad un solo ini !’ Q ® 3886 pUÒ ’ natu 

S cacò sono simboli di tali classi , allora si ^ (n ° me pro P rio ^ 

(nella logica determinazione) o con l’addizione (cult ' JttlC “ C C °" lil molti P licazion < 
un simbolo di una classe , ed <ffc denota il campo ° 2l<me) deglÌ St6SSÌ ’ di llU0VC 
a + b il campo nel quale a e b si completano scarn* 0 '"" - 31 dU ° CiUnpÌ ° e b ■ 
Queste operazioni (come elucc dall’esperienza o ljie ^ olmente 
mente) hanno le proprietà commutativa ed associativi 0 VCnU ’ P1 ' e8 ° assiomatica - 

v il . 


a + b = b + , 


Lon 


ab = b-a 

a ’(bc) — (ab)-c , a + (b + c ) - , 

v + ~~ (a + 6) + c 

ed ancora una doppia proprietà distributiva (Pcircrv. 

. n. 4- ìi r» _ f ~ 


n {b + c) = ab 4- ac 




)( 3 X 

Il simbolo 1 rappresenta l'intero campo del pensabile (varietà logica), O una 
classe vuota alla quale non appartiene verun ente, il null a ('*). 

Due simboli sono fra loro eguali, quando le classi rappresentate sono iden¬ 
tiche, cioè quando esse sono uno stesso pezzo della varietà logica, ossia quando 
abbracciano gli stessi enti. 





Da questa definizione si ha : 


aa — n , a + a = a , 

clic sono due equazioni caratteristiche del calcolo logico (Rode). 

Aggiungendo l’assioma clic eguale sommato o moltiplicato con eguale , dà 
eguale, le due operazioni tetiche sono sempre eseguibili ed univoche. 

Dalle seguenti identità 


jat «si*.' 




n ■ 1 = a , a + 0 = n , a-0 = 0 , a + l = l 


delle quali presa una come assioma si possono dimostrare le altre (vedi S eli ro¬ 
der op. cit. p. 17), si ricava che per ogni a dato havvi un a, tale, clic sussi¬ 
stano simultaneamente 


a + a, = 1 , aa, = O (principimi coniradiclionis). 

a t si dice la negazione di a. 


(a»), = a 
c specialmente 


(ab), = a, + b, , (a + b), = a,b i j 

(1), - O , (0), = •! f 


(Grassmann). 


Da tutte queste proposizioni elucc il principio di dualità (Scliriider), che 
suona : 


« Da ogni formula valevole nella logica si può dedurre un’altra, scambiando 
fra loro i segni dell’addizione e della moltiplicazione, ed i simboli 0 ed 1 ( ,3 ) ». 
Il teorema 

r 

1 — a = O : a 

corrisponde dualmente a sò stesso ed unisce la negazione (a, = 1 — a) con le ope¬ 
razioni — in certo modo ristrette — della sottrazione (esclusione) c della divisioue 
( astrazione ). 

Queste operazioni litiche non sono, in massima, sempre eseguibili nò univoche 
come si vede da queste equazioni : 


O »v, <s ) a ( -< 
^ < T >1 " 




a = a + ab (« Absorplions geselz » S eli roder). 
a = a(a + 6). ( ,0 ) 


djlovC^rv - 


f fC I \ i «arvv* ~ i STvaJ >Vu_t 




tTte/v* 
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Il fin qui detto risguarda i concetti : ora bisogna considerare il giudizio 
espi ime appunto una r el a zione fra ^incetti. ( ^ • 

Dati due concetti a e b, allora è 


oppure 


ab = 0 



Dal primo caso ( « relation of total exclusion » ) 
giudizii : 


seguono immediatamente i 


« nessun a è b » 
« nessun bòa » 


® tutti gli a sono non b (b,) » 
a tutti i b sono non a (a,) » ; 

reMÌOn ° f Parlial ~ il may betolal incl ^ion » Cayley. Qnart. 
« alcuni a sono b » 


« alcuni b sono a ». 

Queste sono tutte le relazioni possibili. Prendendo a, invece di a , si hanno 

“rr 1 fT’ qU3lÌ COmparisce invece di - « , e viceversa - es¬ 
sendo ( a,) t = a (Cayley). 

ner ^ ^ PUÒ CSÌStere sem P re borica) , cioè 

per tutto >1 pensabile, oppure per un certo numero di enti ( condizionale ). Con 

« : p *ntendesi la classe formata da tutti gli enti per cui è vera la proposizione 

Se questa classe è = 1, allora la proposizione vale per tutti i valori di m è 
identica, se - O, allora non vale per alcun x, è assurda. Nel giudizio poi c’inte¬ 
ressa specialmente di sapere se la relazione a*b valga per tutti gli enti compresi 
da a oppure no. ■= 1 

Sia 

o6 = o, 

allora il prodotto aab esisterà e sarà eguale ad ab, quando 


✓ 


a = l, 
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ciò clic vorrà dire che la proposizione a è vera ; e svanirà quando 

a = O , 

ciò che vorrà dire che la proposizione (contraddicente l’ipotesi), è falsa. Possiamo 
quindi usare la notazione 

a = 1 , O 

per esprimere il fatto che il giudizio a è vero, o falso (Mac Coll). 

Allora 

a (3 = 1 

significa che ainbidue i giudizii a. e (3 sono contemporaneamente veri ; 

A(3 — O (oppostilo contraria ) 

che almeno uno è falso, cioè che tutt’ c due non possono essere veri contempora¬ 
neamente ; 

a + (3 = O 

invece esprime essere tutt’ o due falsi, 

a + (3 = 1 (oppostilo subconlraria ) 

che almeno uno è vero , cioè che tutt’ e due non possono essere falsi contempo¬ 
raneamente. 

Se valgono simultaneamente 

a + a, = 1 , aa, = O (oppostilo conlradicloria) 

allora a, è l’opposto contraddittorio, cioè la negazione di a. 

Ad un dato a corrisponde un a,, ed è 

(a,), = a ecc. 

All’incontro molti @ soddisfanno all’equazione 

a = ap (s ubalternatio), 

in virtù della quale da a = l segue p = l e da (3 = 0,a = 0. Questa inclusione 
del giudizio viene designata da Mac Coll con 

a : P, 

dove però il valore del segno : non coincide con quello assegnato dal Peano. 
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Continuando in questa maniera , si può sviluppare la teoria del calcolo 

concetti- coVcl !Té "" * 5Ìm ' J0llsrao ' *• !><•«. u«m,uo pei 

di elessi' , " ,T' ai ” be 10 in,er P™ l “ | oni (una voli, come simboli 

I OSSI, altra come simboli di proposizioni, coi teoremi ed operazioni poe’anz 

disio (’po!r g ce)“ nenie le dottrine del concetto e del gin. 

Il calcolo logico culmina coi due teoremi seguenti (Boole): 

I. Teorema di sviluppo (analogo del teorema di Taylor): 

d'ognfàitft “ 6 P " 6 ’ enire CS ‘ >, ' eSS1 lì " oarmrat » omogeneamente per mezzo 


b =f(n) = a;a + ya l , 


e f(O) Gd ^ S ?, n0 C ° emCÌenti indi P ea denti da a, c rispettivamente eguali a f(l) 
pe? à ■ Z! L S ' r ' Cm d “"' e!PreS8l0 " e -*—• oop la sostituzione di 


f( a ) - f (l)a + f(0) a,. 

La formula analoga per due argomenti ò 

f(a ' b) = f(1 ’V ab + H « ■ 0) ab, + f(o ,1 ) ttì b + f( 0,0) a.6, 


c così via. 

.am.n.« P “(i!t«f e .r “T* '“fi dei «*>.«<» e rispetti. 

s«n f r, di i 0ft ! tt srr 0 

svaniscono. , 1 («&,)... 

II. Teorema di risoluzione ed eliminazione. 

Dall’equazione 

f (a) = oca + ya t - O (”) 


si può sempre ricavare a oppure eliminarlo, ed è 

X U = f( 1) f(0) = o 

il risultato dell'eliminazione, ed 

o = ux, + y = U f (1), + f(Q) 


o O 


d »'“ * “Po Osso arbitraria 
Ballo studio delle relazioni scambievoli dei giudizi! scaturisce la teoria del „. 


9 
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ziocinio. Questa ò analoga a quella del giudizio considerato quale rapporto di con¬ 
cetti , ma non può essere oggetto di questa memoria , che si limita alla conside¬ 
razione delle leggi fondamentali del calcolo logico ( ,8 ). 


II. 


Critica delle teorie attuali. 


La teoria che ora esponemmo brevemente, è certo interessante, perchè, come 
bene osseiva Io bchròdcr, i massimi problemi che si possono incontrare nel 
campo della stessa, sono anche risolti, dagli ultimi teoremi. 

Ma pure con una analisi attenta vi si scorgono alcuni lati deboli. Wundt 
ha già Tatto rilevare che non vi 6 una espressione adeguata pel giudizio partico¬ 
lare ; per il giudizio individuale poi, lo sviluppo secondo una data classe a , si 
riduce ad una mera tautologia ( ,9 ). Però dove si mostra evidentemente in difetto 
è nella teoria della definizione ( 20 ), elio è la determinazione di un concetto me¬ 
diante le sue note (proprietà, attributi). Quindi mediante il suo contenuto : ed è 
appunto questo che viene trascurato , considerando sempre i concetti esclusiva¬ 
mente secondo la loro sfera. 

Lppoi mi sembra che i concetti di ente e di classe non sieno conveniente¬ 
mente chiariti. Il Peano ( 21 ) ne presuppone la definizione; lo Schròder ( 22 ) 
chiama classe, un pcz_zo della varietà logic a, il Grassmann («; una somma di 
elementi; ma 1 ultimo non definisce questi, come il primo parla tenebrosamente li r^^-Ujrw 
del campo logico ( 2l ). Dunque quali sono questi elementi? da che vengono carat¬ 
terizzati ? ed il campo logico è continuo? univoco? finito?, può venire espresso 
da una varietà, e di quante dimensioni? 

Senza una definizione esatta di questi concetti, non si sa fino a qual punto 
sieno valevoli le applicazioni della matematica alla logica; cioè si può domandare: 
sono tutte le rappresentazioni, tutti i giudizii... in breve tutte le forme logiche 
comprese dai simboli che s' usano, o no ? cioè , le formule stabilite valgono per 
tutto il campo del pensabile, oppure valgono soltanto per sistemi speciali di enti, 
i quali dc\ono obbedire a certe condizioni ; anzi s hanno in generale degli enti 
per cui valgono ? 

Questa domanda sembrerà forse spettare più alla logica ed alla metafisica 
clic alla matematica, ma senza una risposta — la quale, come vedremo, è semplice 
ed importante; che, cioè, valgono per tutto il pensabile — manca una qualche 
cosa che sia come il teorema esistenziale dell’analisi, col quale si mostra che le 
equazioni hanno radici ; e che dimostri che le relazioni, che si studiano , sono 
realmente espressioni di relazioni esistenti nella logica 

L’indecisione dei varii autori nel porre i fondamenti per il calcolo logico, ha 
ancora un’altra radice, clic accenna ad un vmpo'i -pd-rsjcv dipendente dal metodo. 


f^ViVulU el^l c 


Contino U 
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I due tipi di pertraltazione — di Grassmann e di Soli roder — hanno 
questo di comune, che essi partendo da un principio ammesso, deducono le con¬ 
seguenze che ne derivano, cioè vanno dal generale, dall’astratto al particolare, 
al concreto. Essi concordano nel metodo sintetico , col quale venivano pure con 
dotte le ricerche di quel tempo riguardanti la teoria delle funzioni, delle scuole 
di Riemann e Cauchy. Un metodo, il quale benché conduca a brillanti risultati 
ha sempre in sé alcunché di indeciso e di insecuro, che si fa sentire nella com¬ 
prensione completa delle proposizioni, nella precisa valutazione della portata delle 
prove. 

Ho cercato pertanto di fondare il calcolo logico in un modo più rigoroso ; e 
precisamente seguendo l’esempio grande ed istruttivo del eh. prof. Wcicrstrass, 
analiticamente ; partendo da fatti empirici , che si hanno specialmente dall’ osser¬ 
vazione delle relazioni fra i concetti - l’espressione delle quali dà il giudizio, che 
è il primo dato dall' esperienza, — derivare semplici leggi e colla ripetizione di 
un procedimento già definito e conforme alla natura, cioè dell’algoritmo della mol¬ 
tiplicazione (determinazione), giungere al concetto delfentc (elemento). 

Da questo risulterà facilmente il campo logico (varietà), come luogo di tali 
enti; c si esamineranno le sue proprietà. Collo stabilire le operazioni fra questi 
elementi si ricaverà il concetto della classe, e così, con una investigazione rigo¬ 
rosa dei teoremi fondamentali, verrà resa possibile una congiunzione con gli studi 
attuali. 

In breve, anziché partire dalla considerazione delle operazioni coi simboli ed 
esaminare poi se valgano nella logica, si considererà subito tutto il pensabile c 
si mostrerà clic vi valgono tali relazioni. 

III. 

Quantità logiche e loro operazioni. 

Diciamo quantità logica tutto ciò che può essere pensato (senza contraddi¬ 
zione logica) ( 25 ). 

Queste quantità possono venir comparate fra loro nell’ unità della mente, e 
da questa comparazione otteniamo le seguenti tre relazioni possibili: 

I. Con una quantità a viene pensata anche l’altra b. Irdu^ìimje (o) 

II. Con una quantità a viene pensata parte della b. Ivolc» f ($) 

III. Con una quantità a non viene pensata la b. O a 

Questi sono gli ultimi postulati della logica, che rendono possibile il pas¬ 
saggio da un pensiero all’altro c su queste relazioni (inclusione, esclusione par¬ 
ziale o totale) si basano tutte le operazioni logiche. 

Si vede che nell’idea di quantità logica è compreso si il concetto, che il giu¬ 
dizio, il raziocinio c in generale qualunque formazione logica ancor più complicata, 
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« 


elio sono sempre oggetto diretto del pensare c che si trovano fra di loro in una 
delle tre suddette relazioni. 

Però presentemente ci limiteremo a studiare il concetto e le sue relazioni. 

Si possono rendere visibili le tre suddette relazioni colla rappresentazione 
grafica dei concetti mediante cerchi od altre figure chiuse nel piano (fig. JL=3.) : 
ma su questa illustrazione sensibile parlerò più diffusamente in un prossimo la¬ 
voro ; ed intanto non bisogna supporre clic questa sia una rapp resentazione inap¬ 
puntabile della cosa, e, molto meno, attribuirle una qualsiasi forza di prova. 

Prendiamo dalla I relazione la nozione d ella disuguaglianza e diciamo che 


b < a 


a> b 


oppure che a contiene b, quando b è pensato con a , ma non viceversa. Dalla II 



che a c b si escludono a vicenda, e, ancora, denotando con a, tutto ciò che non 
viene pensato con a, possiamo ridurre l'esclusione ad una inclusione nella nega¬ 
zione di un concetto e scrivere 


b t > a. 


a t >b 


Intenderemo colla scrittura 


a + b 


la minima quantità logica contenente a c 6 — cioè ciò che viene pensato da a o 
da b. 

Colla scrittura 


ab 


la massima quantità logica contenuta in a e b - cioè ciò che viene pensato con 
temporaneamente da a e da b (nella fig. il pezzo tratteggiato). 

Ancora, essendo a > b, denotiamo con 



a - b 


la massima quantità contenuta in a ma non in b — cioè ciò che viene pensato 
da a ma non da b (nella fig. \ il pezzo tratteggiato). 

Se nella I relazione a contiene b c viceversa, allora si scrive 




c 


n — b — 0. 


2 
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Dimostreremo il seguente 

Teoria. Le operazioni fiiella somma (a + b), del prodotto (ab) a della diffe¬ 
renza (a - b) logica sono sempre eseguibili ed univoche cioè hanno un signifi¬ 
calo: e precisamente l.° la somma, sempre; 2.° il prodotto, quando i fallori 
sono fra loro nella I o li relazione ; 3.° la differenza, quando le due quantità 
logiche sono nella I relazione. 

1.° Dati a e 6 si prenda una quantità a, che soddisfi alla diseguaglianza 

a, > a , b. 

Una tale quantità si può sempre trovare, e nel caso più sfavorevole abbraccia 
tutto il pensabile, nel quale a e 6, quantità logiche, devono essere certo conte¬ 
nute, per definizione. Allora si potrà trovare una quantità a 2 tale che sia 


a 2 < a t , 


^ j Ò j 


oppure non la si può trovare. In quest’ ultimo caso è , per la definizione della 
somma 

a, = a-f- b. 

Nel^caso che si trovi un tale a,, si cercano successivamente un a 3 , un 
che soddisfino alle disuguaglianze 


«a < «a-. > 

« k>a,b, (&= 1, 2,3 ... n...). 

Dovendo gli a k mantenersi sempre maggiori di a c di 6, la serie decrescente 
degli stessi avrà, per un noto teorema d’algebra, un limite inferiore <x (>a b) 
e sarà ’ 

a = a + ò, (vedi fig. 4-6). 

Corollario l.° Se è (fig. 4) 


oppure se è 

seguo 


a>b 

a k = a, 

a {= a k ) = a + b = a. 
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ConouAitio 2.° Essendo definita la somma logica è anche definita la negazione 
a di un concetto a. 

a, è la somma di tutte le quantità b che stanno con a nella III relazione. 

Si dimostra subito che la negazione della negazione è la posizione di a; poi¬ 
ché, per definizione , data la quantità n,, una quantità che sta con a, nella III 
relazione è a : ora essa è anche l’unica. Se vi é un'altra quantità b che sta con 
(j, nella III relazione, essa starà in una relazione con a. Ora non lo può essere 
nella II, nè nella III : perchè , in tali casi, parte di b oppure tutto ò sarebbe 
compreso in a,, contro l’ipotesi. Dunque deve stare con a nella I relazione, e, 
non potendo essere 

b> a , 

perchè in tal caso b - a, che è parte di b, sarebbe compreso in a,, deve essere 

a>b 


e, per il corollario precedente, 

a + 6 = a. 


Quindi la somma di tutte le quantità clic stanno nella III relazione con a,, 
cioè (a,), , è uguale ad a, c. v. d. ^ 

2.° Date le due quantità a e b esse saranno in una delle due prime relazioni 
o nella 111. In quest’ultimo caso ab non esiste, non essendovi alcuna quantità pen¬ 
sata contemporaneamente da a c da b. 

Se a e b sono in una delle due prime relazioni, possiamo dare una quantità 
compresa da a c da t ; sia questa a,. Allora si potrà trovare una quantità <z 2 
tale che sia 


a 2 > a,, 


a 2 < a , b , 

oppure non la si potrà trovare. In quest’ ultimo caso è, per la definizione dei 
prodotto, 

a, = ab. 

Se vi lui un tale a 2 , si cercano successivamente un a 3 , un a*... , clic sod¬ 
disfino alle disuguagliauze 

a k > *ft-» > 


a k <a,b, 


(fc = 1,2,3 ,... n ...). 
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Dovendo 
stessi avrà, 


gli a k mantenersi sempre minori di « e di b, la serie 
per un teorema d’algebra, un limite superiore a «a 


crescente degli 
i , ò), e sarà 


a = ab 


Corollario. Se è (fig. 7) 


oppure se ò 


(vedi flg. 7-8). 


b<a 


segue 


a k = b 


a (= a A ) = ab - b. 


3.° Sieno date le due quantità logiche a e b. 
due ultime relazioni, non sussiste l'ineguaglianza 


Se esse si trovano in una delle 


a > b 


e quindi non si può parlare di differenza, 
allora si potrà trovare un a, tale che sia 


Se esse si trovano nella I relazione 


«) < a , ò, , (i>, è la negazione di b), 

oppure no. 7n quest’ultimo caso a contiene b, e viceversa, ed è 

a—b- O, 

per definizione. 

Se si può trovare un tale a, , si cerchi un a 2 tale che sia 


ct-2 < a , b t , 

Se non lo si può dare, sarà, per la definizione della differenza, 

== a — 6 . 

Altrimenti, si cerchino successivamente tali, che soddisfino 

uguaglianze 


alle dis- 


«a > a a-, , 

®a ^ ® , òj ; 


(ft = 1,2,3 ,... »i...). 
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Gli a k continuamente crescenti , mantenendosi però sempre inferiori di a , 
hanno un limite superiore a (< a ), ed è 

a = a- b (vedi fig. 9). 


IV. 

Ente logico. 

Sia data una quantità a, allora si potrà trovare un tale b , che sia nella II 
relazione con a, oppure no. In quest’ultimo caso chiamiamo a un demento (e nte) 
cd esso starà con ogni altra quantità o nella relazione I o nella III. 

Nel caso che si trovi un b, esisterà una quantità ab. Con ab procediamo come 
con a ; e si darà una quantità c che sia con ab nella II relazione, e quindi si 
darà abe, oppure no. Nel primo caso procediamo con ubc come procedemmo con 
ab, c così via. Allora si domanda: si arriva con un tale procedimento (moltipli¬ 
cazione logica, determinazione), in generale, ad un elemento oppure no? E, giac¬ 
ché è certo clic tali elementi realmente esistono , poiché per ogni concetto indi¬ 
viduale vale il principium eccellisi lenii , cioè deve stare o nella I o nella III re¬ 
lazione , si può arrivare , col procedimento , di cui sopra , ad un dato elemento 
stabilito ? 

Si dice clic un ente x, che é compreso in una quantità a (relazione I), pos¬ 
siede a come nota. L’operazione con la quale si rappresenta un ente mediante le 
sue note si dice definizione dell’ente. 

Poiché ora la quantità o,a 2 è formata da tutte quelle che possiedono con¬ 
temporaneamente ti, ed o, come note, cosi conoscendo le due note a, cd a 2 di 
cc, si sa che x è compreso in o,n 2 . Se anche la a 5 è nota, allora è compreso 
in a, a 2 a 3 , e cosi via. 

Finalmente se si conoscono n note di un ente x , allora si arriva ad una 
quantità 

n 

n a { 

fc=l 

dove è certamente contenuto x. Ora possono darsi due casi : 

1. ° si può dare un tale n , che sia 

n 

n a f = x 

i=l * 

oppure 

2. ° non si può dare ; cd allora, per quello che precede, è sempre 

n 

Il (lj > X 

i= 1 
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ossia, oltre di x , esistono ancora altri enti contenuti in 

n 

Il a { . 

• <=1 

Nel 1) caso cc è definito dalle n note, nel 2) la definizione non è compiuta- ' 
ma si può dimostrare clic con n sufficientemente grandi, la quantità 


n 

n 


>=i 


di — X 


tende al limite O. Ciò è detto più precisamente dal seguente 

Teorema. Chiamalo x un dato ente ed a,- (i = 1 , 2 ,... n), n sue noie, per ogni 

grandezza logica 8, comunque piccola e rappresentabile nella forma II a■ , esiste 

i=i I 

un N tale, che per ogni 


n > N , (™) 


Difatti è, per l'ipotesi, 


quindi 


IT a, — x < 6. 

<=i 


II «„>* 

i=l 


II a, — x > O. 


<=i 


Or basta mostrare che n^, con n crescente, può essere fatto quanto pic¬ 
colo ci piace ( 29 ). 

Per provar ciò, osserviamo che è sempre possibile trovare un tale a 
che sia " + * ’ 


» n+l 

II CL- — II 0, > O. 
1=1 1 =, * 


n n+l 

n ai > II a, 
«-1 


Che sia 




vedemmo nel numero III, 2.°. 

Or se non fosse possibile trovare un a„ +1 tale che sia 


Il a { - Il a,- > 0 , 

<=i <=i 

dovrebbe essere sempre 

» »+i 

II a,- — Il a, = o 

Ì-\ t=| 

cioè 

n fi+1 

ili ci i = n a { . 

1=1 t=l 

Ed allora 1 aggiunta della nota a. n+1 non avrebbe alcuna influenza sulla ultc- 

n 

riore delimitazione della quantità 11^ «,•, ciò che ò contro l’ipotesi 


n o, > x , 
*=1 


n 

clic dice esservi in II a t , oltre x ancora altre (almeno una) quantità diverse, le 

quali devono in certo modo distinguersi le une dalle altre, cioè possedere diverse 
proprietà : poiché se tutte avessero note uguali, si coprirebbero in una grandezza, 

o, in altri termini, con x sarebbe pensato tutto il II , e poiché naturalmente 

t=i 

n 

x è pensato con II a ( , sarebbe 



contro l’ipotesi. 

Quindi per queste quantità, che posseggono in comuno le prime ?i note, vi deve 
essere una nota n /1+1 tale, clic alcune la posseggano, altre no : c raggiunta della 
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nota « n+l , escludendo le ultime mentovate, esercita un'influenza sulla delimita- 

n 

zione del II a . 

“ . » 

Allora si può fare JI a ( , con un n suiricicntcmcnte grande, piccolo quanto 
ci piace, e, specialmente, prendendo 

n > m + 1 , 

m 

se lo può fare minore di II o di 5 ; quindi, poiché, per definizione della dille. 

iz=z\ 

renza, è 

n „ 

N fi,- - X < II 0- , 

*=1 i=l 

sarà a fortiori 

n 

Il Oj - x < 6 
<=1 

c. v. d. 

Da ciò segue che, con un numero suflìcicntemente grande di note, si può av¬ 
vicinarsi quanto si vuole ad un ente, sussistendo nel limite l’eguaglianza, 

lini Ql a^j = x (vedi fig. 10). 

Noi diciamo anche questa una definizione, in senso lato; scegliendo lo note 
fi, a 2 ... a„ in modo clic esprimano le qualità essenziali dell'ente da definirsi, ed 1 
astraiamo dalle note accidentali, clic ancora mancassero ( 30 ). Così che, per scopi 

determinati, possiamo sostituire 11 a i con cc, cioè pensare scambievolmente uno 

^ = l 

con l’altro : e sussiste l’eguaglianza. 


V. 

% 

Spazio logico. 

Si giunse al risultato, che, con un numero n sufficientemente grande di note, 
si può rappresentare ogni elemento ; e così è risolta la questione della definizione 
di un dato ente. 

In questa maniera di dipendenza dell’ente dalle sue note, si può ravvisare 
la relazione, nella quale un elemento (punìo) di una varietà {moUiplicità , Man- 
nigfdhgkeil) di n dimensioni, viene fissato da n variabili indipendenti ( coordinale ). 
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Ma possiamo proseguire avanti con questa analogia e mostrare in primo luogo 
la caratteristica della stretta corrispondenza fra gli clementi ed i parametri , cioè 
la proposizione die « ad ogni elemento corrisponde un conveniente sistema di 
valori «, a, .. a n » ed anche viceversa « ad ogni sistema conveniente di tali valori 
corrisponde un ente » ( 3I ). La seconda parte del teorema dice che per un sistema 
conveniente di note corrisponde un elemento. 

Un sistema di note è scelto convenevolmente quando soddisfa al procedimento 
del numero IV; cioè quando il prodotto 

n 

n a* 

ì=i 

esiste realmente : e questo è il caso quando nessuna delle note a t si trova con 
un’altra delle note stesse nella III relazione (nel quale caso il prodotto non esiste), 
quindi quando nessuna sia disgiunta dalle altre. Allora si avrà sempre un pen¬ 
siero logicamele possibile, cioè senza contraddizione interna c quindi una quan¬ 
tità logica. 

Questa si riduce da ultimo ad un elemento, quando le note sono prese in 
modo che, per certi n : 


fi4i n 


Il a { < Il a { . 

i=i »=I 


Dalla definizione dell'eguaglianza segue da ultimo Tunivocità di un ente così 
definito. 

Per provare la continuità della varietà logica formata dal complesso di tutti 
gli enti, introdurremo il concetto della grandezza o del grado (intensità) col quale 
un ente possiede una nota. 

Abbiamo veduto clic un elemento e è fissato da n note. Ora uniamo assieme, 
moltiplicandole n - 1 di tali note, in una quantità £, (genns proximum) , cui di¬ 
stinguiamo quindi ancor più da vicino coll’aggiunta dell’ n ma nota o, (differenlia 
specifica). Io dico ora che a, si può ridurre ad un numero —che diremo grandezza 
della quantità e, — , il quale ò proporzionale al grado col quale l’elemento e pos¬ 
siede la proprietà e, (= H ( 32 ). 

Per maggiore chiarezza consideriamo un elemento e, il quale possiede la nota 
e, ; allora, secondo la rappresentazione grafica (fig. Il), giace entro e,. Ciò che 
lo distingue da altri enti e' = u t 'sf, che anche giacciono entro s,, è naturalmente 
una diversa posizione di detto ente. Ma è sicura ancora la cosa seguente : che 
se e giace entro s, , allora il valore di a t denota che e possiede la nota s, ; se 
all’incontro e giace fuori di s, , allora n, — che noi prenderemo in tal caso come 
negativo — esprime che e possiede come nota la negazione di e,. Quindi, in gene- 

3 






A 


■a irrori ci,e *?r 

** « ^'er'o ;, 8 ;,»;; ; tzi: £t rr/ST SS - rr * -? — ’= 

ri: c:r ssr.v •• 

riii'';:;;.: ir? dl s " ono «* Tèzzzz 

-S:~ F= SM£ :nr rr: 

mue h l no <JCUa 'T' 0 "*' ^ " 0i ^ pos8Ìamo SU PP°™ arbS^ed^iiiffc* 
•ente la posizione di tutti i concetti e racchiusi in s Unh.,-. . 

gln^lt'propWcJr Noi ,,liCalC daI ' a ' 0r ° |,osizionc 11 S'<uh con cui ^ssi^posleg- 

::z:-r piinmri= ss: si; 

dipende daìla^oshioné.' 10316 P ° SSe(i ° no ,a nota £ * ; P ercl10 y PP“nto il grado 

-naie alfa d^^.SVdTSLT. "S * ^ inversamento propor. 
sentante ia nota : essendo per ' Ce " lr ° (C) del c,m '° ^ 


a. > r 


negativo, c per 


P “""°- 11 er '“ l0 '' al 'entro: alla periferia è nullo, 

ileo. .Noi adbia.no detto, .Ve «dotte J2S2T31 ^ 


c = a, n a. 

i—2 

possiamo attribuire ad u, „„ „„ meric , pr„p„ ri io„a,c „ gn>d0 q|M|(J , 
possiede la nota £«,: essendo che ri ha sempre nella qualità „„ elemento ,una- 
tensità* ZZZ < '“* T*™™ **' C °’ 1 1 "' en ‘ lendo *“ «noni di eguale in- 

indo ù zLzr/zzTVT 'r dirersa r: 

. Similmente possiamo distinguere due toni egual- 
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mente acuti, dalla loro intensità (forza). In generale ogni tono elementare si j uò 
rappresentare nella forma 

c~a ì e l -a i t ì 

dove il primo fattore concerne l’altezza, il secondo l’intensità. Qui a, ed a 2 rap¬ 
presentano la grandezza delle coordinate, la cui unità - che caratterizza la nota — 
6 rispettivamente s, ed s, ( 33 ). 

Lo stesso vale naturalmente per un numero maggiore di note ( 3< ). 

Però di solito non si procede ad una determinazione più precisa degli a , e 
ci accontentiamo nel più dei casi col dire se sia positivo o negativo, poiché-tali 
sottigliezze del pensiero di una logica rigorosa, non sono praticamente accessibili 
nè al linguaggio nè alle facoltà della nostra mente. 

Questo però non cambia la cosa. Perche i coefficienti, positivi o negativi, che 
si lasciarono ulteriormente indoterminati , rappresentano sempre grandezze fisse , 
che possono in certi altri casi, dove si procede più rigorosamente, venire deter¬ 
minate ( 3S ). Del resto questo fatto concorda col concetto usuale dell'eguaglianza, 
dove, come vedemmo prima, si pongono senz’altro fra di loro eguali due quantità 
che hanno comuni le proprietà essenziali, senza procedere a dettagli più minuti 
e trascurando — o al più indicando se sono positive o negative — le proprietà meno 
interessanti. 

Data una quantità s A , ogni ente o vi appartiene o no : quindi ha sempre la 
proprietà a k z k , dove secondo che n k è positivo o negativo, ha luogo il primo o 
il secondo caso. Quindi ogni elemento e si può rappresentare nella forma 

e = II a k s fc . 
z=» 

dove a k = a k t k rappresentano le note, ed a k sono i coefficienti numerici propor¬ 
zionali al grado con cui e possiede la nota s t . 

Facciamo che la grandezza a k varii di una quantità infinitamente piccola <la k , 
allora otteniamo l’elemento ( 38 ) 


li (a k + da k ) z k , 

che chiameremo un elemento infinitamente vicino o contiguo all'elemento c. 

Il passaggio da uno all’altro può avvenire in modo continuo, con un da k con¬ 
vergente verso zero (p. e. in due suoni susseguenti in una sirena, col rafforzare 
gradatamente il solfito del mantice). E così è dimostrata la continuità dello spazio 
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o varietà logica, intendendo con questo termine il luogo di tutti gli enti 

, 5 /** £ *> 

percorrendo a k tutti i valori («). 


VI. 


Operazioni cogli enti. Classe logica. 

Si può mostrare l’ecilmente che lo spazio logico si estende all’infinito, se con¬ 
sideriamo gli elementi con coordinate a k infinitamente grandi, come posti in di¬ 
stanza infinita, in queste direzioni. 

Poiché per ogni dato ente e con coordinate a k grandi a piacere, può essere 
costiuito un «litio e , le cui rispettive coordinate a k sono sempre maggiori di 
a k . Poiché un tale 


e ' =,,» a k ' t k 


è, secondo la definizione, un concetto privo di contraddizione, c precisamente un 
elemento. 

Qui »a aggiunta 1 osservazione, che a k in generale è una grandezza numerica, 
ma tuttavia è considerata contemporaneamente come una quantità logica, cioè , 
colla stessa si opera secondo le leggi delle operazioni logiche ; p. e. se è 


a k = 5 , a k ' = 6 

essendo 

a k a k =a k 
„ «fc a k ' = O 

segue 

5-5 = 5 
5-6 = 0 . 


Poiché questi numeri, come pensieri senza contraddizione, rappresentano quan 
tità logiche ( 3S ). 

Si può adoperare per l’elemento 

n a k e k 

k-i 
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il simbolo multiplo (« -multiple symbol » Cayley) 

K «2.rt A ) 


che significa un numero composto da n unità (« exlraordinaries ») ; ma colla dif¬ 
ferenza essenziale dai numeri comunemente usati , clic , cioè, gli stessi constano 
di unità (s A .) moltiplicate per i fattori numerici (a k ), ma congiunte non additivamentc 
come p. c. nei numeri alternanti ( 39 ) (« allernirende Zalilen » Ifankel) della 
forma 

2 a k * k , 

k=t 

ma moltiplicativamente : 

II a ^' 

Un significato particolare ottiene il caso 

a * = 0 ; 

allora la proprietà s k non c posseduta nè positiva nè negativa; quindi neppure se 
la considera ; si astrae da essa, se la cava via dal prodotto, cioè lo stesso viene 
diviso per a k s k , oppure è posto 

o •sa = i 

(per il significato di 0 ,1 , O , 1 vedi annotazione 38). 

Coll annullarsi di una proprietà a k , oppure colla divisione per a k e k si riduce 
il simbolo di una dimensione ; cioè, col porre 

«1 = 0 , 

(0 , a 2 .o„) 

rappresenta un elemento in una varietà di n — 1 dimensioni, oppure oo* tali cle¬ 
menti in una di n dimensioni — punto in uno spazio (n — 1) dimensionale, linea 
in uno spazio n dimensionale. 

Così p. e. tutti i colori possono essere rappresentati da una triplice varietà, 
cioè essere dati nella forma 

(a, a t Oj) 

* insofern jede Farbc , nach Th. Young’s und Q. Maxwell’s Untersuchungen, 
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dargestellt werden kann als die Miscliung dreier Grundfarben (e k ) , von dencn 
jeder ein bestimmtes Quantum ( n k ) anzuwenden ist. 

Mit dem Farbenkreisel kann man solclie Mischungen und Abmessungen wij-k- 
lich ausfinden. (E prosegue): 

« Ebcnso konnten wir das Reich der einfachcn Tone als einc Mannigfaltigkeit 
von zwei Dimensionen 

(«« a t) 

betraclilet werden, wenn wir sie nach Tonlidhc und Tonstàrkc verschicden neh- 
inen » (*°). La diversità del Umbro (colorito ) non viene considerata perchè essa 
dipende, come è noto , solo dai suoni armonici clic accompagnano il tono fonda 
mentale : quindi essa è rappresentata da una somma di suoni semplici. 

Il simbolo 

(«i «i .«fc) 

rappresenta ogni quantità logica. C 06 Ì p. e. 

( 1,0 . 0 ) 

rappresenta t k , 

( 0 , 0 ,. 0 ) 

I ; La quantità logica svanisce se alcun 

«k = O : 

(a, (ij . . . O . . . a„) = O. 

Procediamo alle operazioni con gli enti or definiti. 

II prodotto di due enti 

e= (a, o, ... a u ) , e' = (o,' a 2 ' ... «„') 
è , per la proprietà associativa della moltiplicazione delle quantità logiche : 

ec' = («, a,. .. a„)(a t ' a 2 '.. . a„') = (a,a,' a, n 2 .. . a„a„') 
c se non sono tutti gli 

a k = a k ' (k = 1 , 2 , .. . n), 


nel quale caso 


e = e' 
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ed 


ec' = ee = (a,n, « 2 a a . . . a n a„) = (n, a t 
per due diversi a k ed a k ', è 


. o„) = e ; 


c segue sempre 


«k a k = 0 
ec' = O. 


Quindi il prodotto di due enti è sempre di nuovo un ente, o nullo. 

La somma di due enti significa la sussistenza contemporanea dei punti 

(a t a t ...a n ) e « a*'.... «„')• (*’) 

Se 6 


= a k ' 


(k - 1 , 2 ,... n) 


allora ò anche 


e + c = e. 


Analogamente per più clementi, il prodotto 

lì e k = O, 

eccetto il caso in cui tutti gli 

e k (/s = 1,2 ,... n) 

sono fra loro eguali e 

n e fc = c’ l = e. (n è numero intero e positivo). 

Quindi il prodotto di più enti è di nuovo un ente, o nullo. 

La somma di più enti e k , 


rappresenta una quantità logica che, eccetto un caso, non è più un ente, potendo 
a trovarsi con un altra quantità logica in una qualunque delle 3 relazioni. 

Chiameremo questa quantità a, che consta di una pluralità di elementi, una 
classe logica in senso lato. 
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Il caso d'eccezione 6 quando tutti gli 


c k (/c = I , 2 j ... n) 

sono eguali fra loro, ed allora 


2 c k - ne = e. 

A=4 


()i 6 numero intero c positivo) 


Posta la sussistenza, facilmente dimostrabile, della proprietà distributiva fra 
1 addizione c la moltiplicazione di elementi, si possono dedurre le le<™i per le 
operazioni colle classi a. * a| 

Il prodotto di due classi a ed a' 


a = i e k 


a'= 2 e/ 


«=! 


aa' = 2 Or • 2 e.' =2! 1 e. n ' 

*=i * i= i 1 tt 1 , f =, ' • - 

quindi di nuovo una somma di clementi e k e- già definiti. E precisamente se alcuni 

e k = e/ 

allora 

e k c k = c k . 

Tutti gli altri e k ed e- fra loro diversi dànno 

e k e/ = 0 , 

quindi rimane solamente 


m n f t 


se si dànno f paia di enti e k ed e/ fra loro eguali. 

, c QuÌn(li fta ' ra PP rescnta una cIassc formata da‘tutti gli enti comuni ad a ed 
a. Se non vi c alcun elemento tale, è, naturalmente, 


a a' = 0. 


Così pure la somma 


a + a' 
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di due classi 6 di nuovo una classe. E se in 

, m n 

a + a 1 = S c k + S c- 

k=t i=| 

alcuni 


questi elementi comuni compaiono una sol volta nella somma, essendo 

e P + c p = <V 

Gli altri elementi che vi entrano sono : la somma degli clementi c r che com¬ 
paiono solo in a, e quella degli e, clic compaiono solo in a'. 

Quindi a + «' rappresenta una classe di cui fan parte tutti gli enti che sono 
in a od in o in ambedue; c solo questi. 

Di speciale importanza sono le classi che constano di una moltitudine ordì 
nata di elementi contigui : essi formano un pezzo continuo dello spazio logico. 

Questo concetto di classe in senso stretto , come luogo di un elemento va¬ 
riabile entro certi limiti, p. e. dcH’elemento 

(ffi a 2 • •. a m o m+ , a m+2 . .. o n ), 

dove gli a m a mi . t a mJ . 2 . . . variano dai valori a m a mM a (n+ , . . . fino ai valori 
A m A,„ +1 A m+ » . . , corrisponde in realtà al concetto che noi abbiamo di una classo 
logica ( 4! ) ; p. c. al concetto « verde » appartiene una varietà continua di gra¬ 
dazioni del colore, fra certi limiti. 

Se gli enti si seguono soltanto in una direzione, cioè gli oo elementi si esten¬ 
dono in una dimensione, abbiamo la retta logica, ossia la classe di primo grado p. c. 

+ 

2 (a, a* ... a k ... a„). 

«*=- 00 

lina tal retta logica è p. e. il concetto del tempo (linea temporale) dove le 
distanze dal presente (a k = 0) ai momenti passati e futuri si rappresentano con 
le ascisse a k positive o negative. Un’altra sarebbe la classe dei numeri reali. 

Esso può essere scritto nella forma : 

(a, a 2 ... a k _ t a k+t . . , o„) 

dove gli a k possono essere qualunque (* 3 ). 

Una superficie logica ed un corpo logico, ovvero classi di secondo o terzo 
grado (cioè bi - o tridimensionali) sarebbero le varietà dei suoni e dei colori , il 
piuno numerale cd il nostro solito spazio. 

4 






In generale : 
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( a t a l .Gn)) 

dove li degli a sono variabili, rappresenta una classe logica del k mo grado. 

E cosi via procedendo alle categorie più elevate , si arriva all’ intero campo 
del pensabile, che è una classe di grado n mo ossia uno spazio di n dimensioni. 
All’ equazioni 

n o* = e* 

. 2 c k - °k 

corrisponde la relazione fra classe ed elemento - ed analogamente fra classe di 
ordine superiore od inferiore-, ed il dualismo di Schròder può essere ricon¬ 
dotto alla nota reciprocità geometrica fra il segare ed il proiettare. 


ANNOTAZIONI. 

(*) Giuseppe Peano, Calcolo geometrico secondo l'Ausdchnungslehre di 
Grassmann. preceduto dalle operazioni della logica deduttiva. Tori¬ 
no, Bocca, 1888, V + 170. 

( 2 ) In un mio saggio « sulla determinazione della sede dell'anima » finito 
nel gennaio del 1884 , si contengono le teorie della definizione di un concetto 
mediante le sue note, corrispondente alla fissazione di un punto mediante le sue 
coordinate , c della rappresentazione della varietà logica mediante uno spazio n 
dimensionale. 

( 3 ) P. c. alla psicologia, all estetica. . . Sulla applicazione della matematica 
alla psicologia ha discorso recentemente il eli. prof. Roberto Ziinmermann , 
alla Società filosofica di Vienna. 11 discorso è riportato nella Wiener Zeitung 
numeri 31-39; dei 14-1(1 febbraio 1889. 

(*) Raimondo Lullo (1236-1315) svolge nella sua « Ars magna » una 
tcoiia delle combinazioni dei concetti, rappresentando tutte le loro relazioni pos¬ 
sibili con le varie posizioni di certi dischetti girevoli attorno un centro comune, 
sovrapposti l'uno all’altro, su i quali erano segnati i concetti fondamentali. Vedi 
Roberto Ardigò, La psicologia come scienza positiva. Mantova, Viviano Gua¬ 
stalla, p. 148 c segg. Bellavitis, Pensieri sopra una lingua universale’, nelle 
Memorie dell’Istituto veneto di se. lett. ed arte, voi. XI, p. 33. 

(“) Leibniz cns, Malli. Scliriflen. Berlin, 1849, voi. V Logicite universalis 
semina c voi. VII p. 51. Cfr. 

Ed. Erdmann, Ijeibnitii opera philosopliica , 1840 p. 21 segg. 

Ed. Erdmann, Histo.iai linguae cliaraclerislivce universalis. 
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Trendclcnburg (op. cit. p. 1-8) osserva, che anche Descartes (ep. 1 , 
nella collezione di Amsterdam del 1863 , p. 356 segg. a Marsennc) parlando di 
una lingua comune, richiede che sia posto fra i pensieri un ordine simile a quello 
naturale de 1 numeri. La quale idea è abbastanza vicina al piogctto di Leibniz. 

(«) Anche Leibniz (in una lettera ad Enrico Oldcnburg-crr. Trendclcn¬ 
burg op. cit. p. 34) cita i liierogliphica Chincnsium come cliaractcris vere realis 
cxcmplum. 

(»} George Ilo ole 

1841. The mnlhemalicnl analyns of logie, being an essay towards a cui - 
cuius of deduclivc reasoning. Cambridge, Macmillan. London, G. Dell. 

•1848. The calculus of logie. Cambridge and Dublin matti. Journal, v. Ili, 
p. 183-198. 

1854. An invcsligalion of die laws of throught, on which are founded lite 
malhemalical llieories of logie and probabililies. London , Walten et Maberly. 
Cambridge, Macmillan et C° 424 pag. Arthur Cayley aggiunse alla seconda 
delle opere di su: 

1811. Noie on lite calculus of logie. Quart. Journal of pure and applied 

math. ed. Sylvester, Ferrers eie. London, Longman, v. XI. p. 282-283. Perchè, 

dice a it appears to me, that thè theorie of syllogism as given in lloolc s papcr 

Ilio calculus of logie may be prcscnted in a more concise and compendious form 

as follow... ». 

Le teorie di Boolc sono contenute in gran parte nella breve esposizione fatta 
al numero I. 

( 8 ) William Stanley Jevons 

1864. Pure logie, or llie logie of die qualily aparl from quanlily , willi 
remarks on lìoole' s syslem and on die relation of logie and malhcmatics. Lon¬ 
don et New york, 81 pag. 

1869. The subslilulions of similars, thè Ime principle of reasoning derived 
from a modificalion of Arislolle’s dicium. London, 86 pag. 

1819. The principlcs of Science, a trcalise on logie and scicntifie melliod. 
London 3. ed. 186 pag. Di quest’opera c’è una nuova edizione del 1883. 

A. J. Ellis 

1813. On thè algebrical analogues of logicai relation s (Proc. Royal Soc. of 
London, v. XXI pag. 491-498), esamina l’ultimo lavoro di Doole. 

Charles S. Pei ree 

1861. 1. On an improvement in lìoole’ s calculus of logie (Proc. American 
Acad. of arts and se. p. 550-261). 2. On die naturai classificalion of arguments 
(ib p. 261-281). 3. On a new lisi of categorics (ib. p. 281-298). 

1810. Description of a notalion for thè logie of rclalives rcsulling from 
an amplificalion of thè conceplions of lìoole's calculus of logie (estratto dalle 
Mcm. dell'Americ. Acad. v. IX. Cambridge 624 pag. in 4°). 
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letteraria li pubblicò nella « Wisscnscliafilchre oder Pliilosopliie » Stettin 1812; 
la cui seconda parte a die Fnrmenlehre » concerne specialmente la matematica. 
Egli divide questa disciplina in quattro rami separati , c riduce le proprietà ca¬ 
ratteristiche di queste singole dottrine alle differenti maniere con cui si connet¬ 
tono fra loro eguali elementi ( Verkniipfungsarlen gioiellar Sliflen), clic sono spe¬ 
cialmente l’addizione ( Fiigung ) e la moltiplicazione (Web un g) di tali elementi. Cioè, 
indicando con e un elemento, secondo che si prende una delle seguenti 4 possi¬ 
bili coppie d’equazioni 



(4) 


come condizioni fondamentali si ottengono : (1) la « Begriffdelire » (logica) , 
(2) la « Bindclehre » (teoria delle combinazioni), (3) la « Zahlenlclire » (arit¬ 
metica) e (4) « VAusscn — o Ausdehnungslehre » che, coni’è noto, fu fondata da suo 
fratello. 

Dalle leggi fondamentali sub (1) e da altre verità assiomatiche egli sviluppa 
molte proposizioni della logica deduttiva e le raggruppa in 3 sezioni : I. Dottrina 
del concetto, II. Dottrina del giudizio e III. Dottrina del raziocinio. 

( ,0 ) Vedine l’autocritica nel Repertorimn der lit. Arbeiten aus (lem Gebiele 
dcr reinen u. angew. Math herausg. Kònigsbcrger eie. Leipzig, Teubner 1879, 
v. Il p. 8G-87 ; e la (Vote iiber den Operationskreis des Logikcalculs von E. 
Schródcr nei Math. Ann. Clcbsch, herausg. Klein et Mayer. Leipzig, Teubner 1817 
v. XII p. 481-484. 

(”) In Germania scrissero ancora su questo argomento 

Gottlob Frege: 1819. Begriffschnfl , eitie der ariilimelisclien nachgebil- 
dele Formelspraclic des reinen fìenkens. Halle a. S. Nebert, 88 pag. Vedi le re¬ 
censioni nel k Zeitschrift liir Math und l’hys. herausg. Schiomile!!, Leipzig, Teub¬ 
ner 1880, XXV hist. lit. Abth. p. 81-94; .Tahrbuch iiber die Fortschr. d. Math. 
v. XI p. 48-49; Jenaer Literaturzeitung. Kurt Lasscfvit 1879 n. 18 p. 243 segg. 

Wundt: 1880 nella sua « logica » (Stuttgart v. I, 385 p.) dedica al calcolo 
logico 52 pagine. 

In francese; Delboef: 1811. Logique algori!inique . Liège et Bruxelles 95 p. 

( ,! ) Il Peano (op. cit. § 1, n. 3, 4) adopera pel prodotto il segno ^ e per 
la somma il segno 

( ,3 ) E. SchrOdev, che credeva d’essere lui lo scopritore di questa proprietà 
ha più tardi riconosciuta la priorità di Peirce-Rep. der lit. Arbeiten aus dein 
Gebietc der reinen und angew. Math. etc. , v. II, p. 162: In Hinsicht auf die 
Wahrnehmung dcr vorstehend angefùhrten doppelten Distributivitàt, als aneli bc- 
zùglich dcr fùr logische Differenze!! und Quoticnten auf S. 29-31 (del « Opera 
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lionskrcis » ecc.) von mir aufgeslcllten Ausdriicke , die Prioritat Ilcrrn Peiree 
zukoinmt. 

( u ) Peiree, AVundt el altri scrivono, anziché 1, » ; Grassmann T, Peano®. 
(’ 3 ) O ed 1 sono rispettivamente i modali della somma e del p rodotto. 

( ,0 ) Poiché, per teoremi precedenti, è : 

a = a + O a = a + ab 

a = a • 1 a = a (o + h) 

senza che sieno 

ab = 0 a + b = 1. 

B. Ha l$led (vedi nota 8) ha fondata la divisi on e jógica ^ polemizzando con 
Jevons (Journal spcc. pliil. XII p. 101).' 

Sulle operazioni inverse parla anche diffusamente lo Schroder (op. cit. § i 

р. 29-31). 

(”) Le identità 

(a < b) = (h > a) = (ab, — 0) , 
e 

(a = b) = (a < b)• (a > b) = (ah, - 0) ■ (a,h = O) = (ah, + o,h = O) 

dicono che ogni equazione logica si può trasformare in un’altra, in cui il secondo 
membro sia 0. (Peano op. cit. § 10, p. 18). Un’equazione contenente a si può 
dunque porre nella forma 

m - o 

с, per il teorema I, nella forma separala 

xa + i/o, = O. 

¥ 

(’ 8 ) La teoria del raziocinio e sultante dalle operazioni sulle proposizioni forma 
il soggetto dei lavori di Grassmann (Begriffslelire , 3 Abschnitt) , Cayley 
(Quart. Journ- XI p. 282-283) Gilrnan (J. Hopkin’s univ. circ. v. 11 p. 240) e 
di Ilalsted (Journ. spcc. phil. v. XII p. 418), il quale distingue, anziché le 4 
solite forme del giudizio categorico , rappresentate dai logici colle lettere a , e , 
i , o , le 6 di Gilrnan e le 8 di Morgan: IG forme di giudizio, dalle quali de¬ 
duce 2S6 forme di sillogismi corrispondenti ad altrettante coppie di giudizi, quali 
premesse. Il Peano pure ne tratta (p. 10-20), c rileva due fatti importanti, che, 
cioè, i sillogismi secondo la così detta terza figura presuppongono veramente non 
due ina Ire premesse: cioè ancora che il termine maggiore non sia nullo (p. 17)* 
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Questa supposizione c anche necessaria per l’asserzione che due proposizioni con¬ 
trarie non possono coesistere (p 15). 

(u>) Perche ad ogni concetto individuale b a od dev esseie una nota (con¬ 
fronta numero IV) ; ammettiamo, senza ledere la generalità che sia a la nota, per 
il principiavi cacciasi lenii medii lo sviluppo per a si riduce ad un sol membro: 

b = f(a) = a-f{\) 

dove però non si sa il significato di f( 1) - come prima di f{a) , — e 1 equazione 
ci dice solo che a è una nota di b, ciò clic era di già stabilito per ipotesi. 

Vedremo più tardi che f{ 1) ha un valore ben determinato, clic si ottiene con 
una convenevole considerazione del contenuto del concetto. 

(io) j| Leibniz ha pure fatto rilevare l’importanza della definizione pel cal¬ 
colo logico - cfr. Trendelenburg : Ubar das Elemenl dar Definilion in Leib- 
nilzens Pliilosophic (Ilist Bcitràge zur Philosophie, v. Ili p. 48-49); - il Bella- 
vitis pure dice (op. cit. p. 38-39) che per impossessarsi della lingua universale 
bisogna dare esatte definizioni per stabilire il significato delle parole. 

( 2, > Peano (op cit §1): « Abbiasi un sistema di enti, e sieno A,B... 
delle classi di questo sistema. Ad esempio si può considerare il sistema di tutti 
i numeri reali c finiti, c saranno classi di questo sistema i numeri razionali, gli 
interi ... ». Questo può stare nel libro del eli autore, che specialmente si 
occupa dello studio delle forme logiche clic ricorrono nella matematica : ed è 
quindi più applicazione della logica alla matematica di quello che della matema¬ 
tica alla logica. 

(44) S eli roder (Zeitschrift fùr Math. u. Physik, Schiomiteli, liist'. lit. Abth. 
XXV, 1880. p. 80) : « Als cine Propedeutik des Logikcalculs kann man den Calcu 
der Identilàt von Gebict eincr Mannigfaltigkeit hinstellcn. Diesel- ist einc reine 
mathematischc Disciplin, deren Satzcn vollkommene F.videnz und Correctheit riick- 
haltslos zu erkennen ist. Von ihm fuhrt dann ein blosser Wechsel in der Inter- 
pretation oder Dcutung der Syinbolc zu dem derzeitigen, in Ilinsicht der Technik 
ganz mit ihm zusammenfallenden Logikcalcul iiber. - Es sci einc Mannigfaltigkeit 
von Elcmenten gegeben - z. B. die der Punktc einer beliebig begrenzten oder 
auch unbegrenzten Kbene. Buchstaben wie a , b , c . .. sollcn beliebige Gebiete 
bedeuten, welclie ganz diesel- Mannigfaltigkeit gehorcn, also - fiir unser Bcispiel- 
gemeinhin zu reden , irgendwclche Tlicilc von Flaclie. Dieso Gebiete sollcn nut 
dann eincndcr glcich gesetzt werden, wcnu sie dentiseli sind ... ». 

(4»; Grasstnann {Bcgriffslehre p. 1) « Stiri oder Klement heisst cine Gròsse, 
W eie he ursprunglich gesetzt wird , und welche nicht durch Kntìpfung anderer 
Grossen entstanden ist - invece si dimostrerà al numero IV , clic esso si può 
sempre ottenere con un certo numero d’operazioni da n quantità non elementari.-» 
Die ursprùnglichcn Stifte des Weltalls sind die vom Gotte gesetzscn Rorperwesen, 





Aetherwesen und Gcistenvescn , aus derea Zusammensetzung das ganze Weltall 
bestelit (!'?). 

( u ) P. e. lo dice una volta in suscettibile di relazioni metrich e (Zeitschrift 
Schiomile!) liist. lit. Abth. XXV p. 84 : « es soli von Maasbezieliungen ganziteli 
abgesclien werden ) », mentre un’altra (Malli. Ann. XII p. 487) osserva clic « es 
nudi melrisdie Rclalioncn gicbl , wclclie unii den logischcn gewisse Analogicii 
nolhwendig darbielen ». 

( iS ) Questa definizione potrà sembrare al primo momento troppo ampia, ma— 
per evitare qui disquisizioni metafisiche - sarà giustificata da quel che segue. 

( 28 ) Noi facciamo astrazione dell'origine psicologica delle relazioni scambievoli 
che possono aver luogo di fatto fra questi oggetti del pensare, e diciamo soltanto 
clic due cotali quantità sono confrontabili tra loro - sia che questo confrento av¬ 
venga realmente nella su ccessione tempo rale o nella coAsisi^nzajqiazudc oppure no. 

t 27 ) In molti trattati la eseguibilità delle operazioni non viene dimostrata ma 
premessa. Dando questa dimostrazione si restringe il numero delle presupposizioni. 

('-») Gli n sono naturalmente numeri interi e positivi (numero dei fattori). 
Le altre lettere rappresentano quantità logiche. 

m 

( 29 ) Cioè minore di una comunque piccola quantità della forma 11 ; poi- 

1=1 

che fu dichiarato il segno della diseguaglianza soltanto per queste (clic stanno 
fra loro nella 1 relazione). 

( 30 ) A questo risultato non si arriva coi metodi di prima. Poiché, dato un 
elemento x, che è contenuto nelle classi a, , a 2 ... a n , il suo sviluppo, secondo un 
teorema noto, é : 


oc. = Al, 1... 1) fì a f + f(0 ,1... 1) 0 / n + ... + f(0 , O ... O) LI a / 

t=l «= 2 t=l 

dove gli a' k sono le negazioni di a ft . Ma poiché * è un elemento, c possiede le 
note a,. a t ... a n , non può possedere alcuna delle loro negazioni, e perciò cadono 
tutti i membri ad eccezione del primo, e rimane 

x = f{l. 1. . . 1) II a ( . 

r= i 


Resta ancora a determinarsi il valore della costante f(l,l...l), indipendente da 

Cl I j Clj • • • fljj* 

Ed ora si dimostrò che , per certi n sufficientemente grandi, si può porre 
= 1 (vedi nota 19). 

È inutile ricordare la somiglianza di questo procedimento con quello per cui 
viene definito il limite di una successione di numeri, nell’algebra (Cantor; 
Ueber die Ausddinung eines Saizes ... Math. Ann. v. V p. 123). 
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( 3 ' } G. Cantor: Ein Bdlrarj zar MnnniqfalliijkoUslelirc, Journal fur reme 
unti angevv. Matta. Fcimer, Berlin v. 84 p. 244. 

(32, il di prof. R. Zimmermann osserva (op. cit. nella nota 3) : 

« Naher Batte Kant dem Principe der mathematiselien l> S ycl.olog.e kaoni kom- 
,ncn konne»; die Anwendung der Matl.ematik anf Naturwissenschaft. wclctae er 
als die « zwoite » bezeicl.net und mu/hesis iulcnsorum nennt, und welcl.e dami 
bcstelit, dass « das Reale » aller Erscheinung der Natur , die E.nplindi.ng , die 
kein exiomum somieri! ein ivlensum ist, Grade Labe und rolglicl. un ter dem 
Bem-iff der Grosse falle , fiat il.r vollkomracucs Analogon in der Anwendung der 
Mathcmatik auf Psyehologie . welclie darin bestetat dass jeder Bewusstsein s In- 
ìl'alt (Vorstellun,. Gefu.,1, Strcben) . der als soleher gleicbfa.ls ein 
sondern ein InKmsum ist, Grade der Bewusstheit Labe, und folgl.cl. unte. 
Begriff der Grosse falle » 

( 33 ) La determinazione della grandezza delle coordinate p. c. può essere data 
direttamente mediante misurazioni fisiche oppure colle misure psicofisiche di e- 
ber e Fccliner. 

(3‘) Questo segue immediatamente dall’identità 

ak"k = a k. 


c. con un conveniente aggruppamento di fattori : 

n n r 1—1 n T 

e = li a k = H «* H («*)• , 11 ( fl *H 
*—1 A=1 L *=1 A'=i+t 


dove si pone 


Il (n h )- n (n k ) = Ej. 

fc=i+l 


(33, A questo certamente allude anche il eh. prof. Bel lavi tis dicendo clic 
bisogna pur lasciare alle definizioni una latitudine alle ulteriori modificazioni (op. 
cit. p. 38). Non fu bene interpretato dall’Ardigò (op. cit. p. 1 *0 nota), coinè 
m’ingegnerò di mostrare in un prossimo scritto. 

(3«, Che 


oppure 


li [ (°&+ C ^'/J £ k 

fc=i 


iì «a 

A =1 


sia un elemento, segue dal teorema precedente. Si pose 

a k — u k + ^ a k 

poiché gli a k essendo numeri, è conosciuto il significato dei loro infinitesimi in- 
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( :iJ ) Cioè ad ogni variazione infinitamente piccola delle coordinate, corrisponde 
uno spostamento (variazione) infinitamente piccolo dell’elemento. 

Per l’intero spazio logico è conservato il segno 1. 

( 3S ) Così a k = 0 rappresenta la classe dei valori nulli della proprietà' e k ; a k = 1 
la classe dove la proprietà s u comparisce nel grado 1 , e così via. Ambi i segni 
0 , i sono naturalmente diversi dai segni di prima O , 1 (che scriviamo con ca¬ 
ratteri grassi; per la impossibilità e possibilità logica. Bisogna pure osservare che 
p. e. — 5 è un certo concetto contrario di S, mentre 5, (il contradditorio, la ne¬ 
gazione di S) è tutto ciò che non è S. Quindi 5, accanto a —5 contiene ancora 
i concetti 1 , 2 .... — 1 , — 2 etc. 

Sul significato di - a, come una proprietà negativa vedi Gauss Werke v. XI 
p. 116 nelle « Anfsàtze » del 1831, e l’operetta classica di Kant: Vber die E in- 
fillirung der negaliven Gròssai in dia Wallweislieil. 

a k ed a' k sono sempre quantità disgiunte, dunque 


(a meno clic non sia 


a k a k ' = O , 

o* = "u 


nel quale caso, coni’ è noto 


(a* 4 = a k ) ; 


ciò che non ò il caso per a k ed cq. , 

( 39 ) Hermann ITankel: Vorlcsungen Ubar die complexen Zahlen undihre 
Funclioncn. I. Theil : Tlieoric der complexen Zahlcnsysleme. Leipzig, Yoss, 1867. 

( ,0 ) II. Hclmholtz. Populàre wissenschafllichc Vorlràge . Braunscbweig , 
Yieweg 1816, 3. Ilcft: Uebcr die Bedeulung und die Ursprung der geomclrischen 
Axiome. Yortrag gehalten ini Docentenvcrein zu Heidelberg ini Jahre 1810, p. 36-31. 

( i( ) Considerando e come il punto d’intersezione delle rette 

(O , cq., a 3 ... a„) . (a, , O , a 3 ... a n ), ... (a, ; a 2 ,a 3 ... O) 


ed analogamente e', è 

e + e' = («, , a 2 ... er„) + (a,', a 2 ' ... «„') = (a, + a,', a, + a 2 '... a n 4- a n '), 


perché l’espressione di sinistra consta di 2, quella di destra di 2" punti d'incontro 
(elementi). In generale è, rispetto il numero degli elementi : 



m 

= S (n.W , o,«» 



_(W 


|X=1 


. E a 
v-=< 


w). 



▼ 


\ 
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Mentre e sempre 



( 4! ) Per questo si può adottare la notazione 





(o, , u ì . . .. a in , a m+ì , o,„ 4-2 ■ • • • ®M. 

a /u • > ®«i+2 ••• 


Allora, essendo 


e = Il a = IT J e , 


i segni li e J rappresentano due operazioni opposte , e 11 può considerarsi come 
una derivazione (differenziazione). 

(«) Qui bisognerebbe ancora provare che tutte le rette logiche si possono 
porre in questa forma, e-quindi rappresentare con e t , ma si dovrebbe allora con¬ 
siderare il significato della direzione di tali linee, ed altre cose, che ci portereb¬ 
bero fuori dell’argomento. 


Zara, maggio 1889. 
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